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1, EINLEITUNG 
In der Approximationstheorie werden singulare Integrale fiir Funktionen 
faus C[a, b] bzw. LJa, b] (1 G p< ~0)’ durch 
f;(x) = j” x.(x, u) f(u) du, XE[U,b], nIE:N (1.1) 0 
erklart und Konvergenzdtze unterschiedlicher Art bewiesen. So besagt z.B. 
ein Resultat von W. Orlicz: 1st SE: .&,[a, b] und geniigt die Kernfunktion xn 
s b b Ix,,(x, u)l du s M und I IXn(X, u)l dx G AIf (1.2) u u 
fur fast alle x bzw. fast alle u in [a, b], so ist 
lim llf-f”,ll,=o, (1.3) n-m 
falls (1.3) fur alle Elemente einer in .&[a, b] dichten Funktionenklasse gilt 
(s. C31). 
Wir wollen im folgenden zeigen, da13 sich SPtze dieser Art in einer 
nat~rlichen Weise such dist~butionentheoretisch ohne Verwendung der 
Lebesgueschen Ma& und Integrationstheorie gewinnen lassen. Hierzu 
legen wir unseren Betrachtungen die von P, Werner [S] eingefiihrten Dis- 
tributionenraume gD(sZ) (vgl. 5 2) zugrunde. 
1 L,[Q, b] ist hierbei der B-Raum aller im Sirme van Lebesgue zuc p-ten Potenz absolut 
integrierbaren Funktionen mit // f  /I p = (Et 1 f(x)1 p dx)‘@. 
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In @ 2 stellen wir die benotigten Hilfsmittel bereit. In 9 3 werden singuilre 
Integrale in den Distributionenraumen zp(Sa) detiniert und Konvergenzun- 
tersuchungen durchgefiihrt. Insbesondere wird das o.g. Ergebnis von Orlicz 
neu bewiesen. Als Anwendung diskutieren wir in 0 4 die singuhiren 
Integrale von Landau. 
Wir weisen ausdriicklich darauf hin, dal3 die Resultate dieser Arbeit 
bekannt sind. Unser Anliegen besteht lediglich darin, einen dis- 
tributionentheoretischen Zugang auf der durch P. Werner gelegten Grund- 
lage aufzuzeigen. 
2. HILFSMITTEL 
Wir stellen einige Grundlagen bereit, die wir im folgenden beniitigen. Sei 
SL eine nichtleere, offene Teilmenge des R und bezeichne C,(Q) bzw. C;(Q) 
wie iiblich den linearen Raum aller stetigen bzw. beliebig oft digerenzier- 
baren Funktionen mit kompaktem, in 52 enthaltenem Support. 1st dann B 
der Banach-Raum aller beschrankten linearen Funktionale F auf 
(G?(Q)> II II,) (II Ilm b ezeichne die Supremum-Norm in C?(Q)) mit der 
Norm 
llFll~=su~(l~rpl:~~C,“(f2), Ml,=lf, (2.1) 
so wird 5$(Q) von P. Werner [S ‘J als Vervollstandigung von 
(C?(Q), 11 11,) innerhalb B erkllrt. Dabei ist fur u E CF(sZ) 
wobei das Integral im Riemannschen Sinn zu verstehen und hier, wie such 
im folgenden, iiber ganz IFS zu erstrecken ist. Eine von B unabhangige 
Charakterisierung von &(&?) ist gegeben durch 
II~II, =pt llfkll*~ (2.4) 
3ewei.s. s. [S]. 
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Entsprechend werden in [4] bzw. [S J die Raume ?$(Iz) (p > 1) erkiart: 
Fur 1 < p < a0 und (l/p) + (l/q) = 1 ist Zp(s2) der lineare Raum aller 
beschrankten linearen Funktionale F auf (Cr(S2), /I II p), wobei die Norm 
in 2$(S2) durch 
/I~//,=s~PjI~~/:~~CC,“~~), ll~ll,=l) 
gegeben ist. Dabei ist (im Riemannschen Sinn) 
(2.5) 
llv414=(~ lu!x)iYm)i’4. (2.6) 
Insbesondere wird in [S] gezeigt, dab die durch UE C,(Q) induzierten 
Funktionale zu Tp(s2) gehoren und (C,(Q), /I 11,) als (dichter) Teilraum 
von dc’p(s2) aufgefaI3t werden kann. AuDerdem la& sich sehr einfach 
nachpriifen, daB die Elemente aus Zp($.2) Distributionen im Sinn von 
L. Schwartz sind. 
Schlie~lich benotigen wir noch 
LEMMA 2.2. Fiir 1 <p c co ist (C;(a), /I 11,) dicht in -Izl,(Q), d.h. zu 
jedem FEA$(Q) gibt es eine Folge (fk} aus C;(s2) mit IIF-fkll,+Oflr 
k-co. 
Beweis. s. [5]. 
Dieses Lemma ist fur unsere weiteren Untersuchungen entscheidend. Es 
liefert uns die Mbglichkeit, Konvergenzbetrachtungen in Zp(sZ) auf solche 
im Grundraum C,“(Q) zurtickzuspielen. 
3. SINGULARE INTEGRALE IM RAUM dp(sL) (l<p< co) 
Im folgenden beschranken wir uns auf den Fall 52 := (0,l) und fordern 
von der Kernfunktion xnt da13 sie in Q x d fur n E N stetig ist. Durch f 1.1) 
wird die folgende Definition nahegelegt: 
DEFINITION 3.1. Sei FE 2$(52) und {,fk} eine Folge aus C;(Q) mit 
(IF - fk 11 p -+ 0 fur k + co. Wir nennen die durch 
erklarte Funktion F;(x) singulgres Integral von F. 
Wir zeigen, da13 diese Definition sinnvoll ist, d.h. da13 der Grenzwert 
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(3.1) existiert und unabhiingig von der Wahl der Folge {fk} ist. Hierzu 
seien n E N und x E 0 beliebig (fest). Ferner sei 
Mn := (xl$yJ;xa IXnb, UN. (3.2) 
(i) Existenz des Grenzwertes: Aufgrund der Hiilderungleichung 
folgt wegen II fk -fill p + 0 fur k, j + co 
X,(X,U)fk(U)~~--jX,(X,tl)fi(U) l&4 
I/q 
< Ix,,(x, u)14du * llfk--fillp 
GM, Ilfk-fjll,-o fur k,j+ m, (3.3) 
so dal3 der Grenzwert (3.1) fur jedes x E a und n E N existiert. 
(ii) Unabhangigkeit von der Wahl der Folge {fk}: Diese ergibt 
sich lihnlich wie (i). 
(iii) Vertriiglichkeit mit der durch (1.1) gegebenen Definition: Sei 
f o C(a). Dann gibt es zu jedem E > 0 ein g E C,(Q) mit II f - gll p < E. Da 
(Cc(a), II II,) dicht in (C,(Q), II II,) ist (vgl. z.B. [S]), existiert eine Folge 
+ 0 fur k + co. Das durch f induzierte 
F'v=j-fvdx fur cp E C,“(Q) (3.4) 
gehijrt zu Yp(a) (fur p = 1 folgt dies aus Lemma 2.1) und wir erhalten mit 
Definition 3.1 wie in (i) 
also mit (1.1) 
= LAX, u)f(u)du, I XEA7 
(~fMX)=f;(X) fur xEQ. (3.5) 
Im Fall stetiger Funktionen stimmen also die durch Definition 3.1 erklarten 
singularen Integrale mit den in iiblicher Weise durch (1.1) definierten 
tiberein. 
Der folgende Satz stellt eine distributionentheoretische Fassung des in 0 1 
genannten Resultats von W. Orlicz dar: 
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SATZ 3.1. Sei FESS und F;(x) das durch (3.1) erkliirte singulzire 
Integral van F. Die Kernjiinktion x,,(x, u) (n E N) sei in liz x fi stetig und 
gentige (1.2) fir alle x bzw. u aus Sz. Ferner gelte ftir alle Elemente h einer in 
2$(S) dichten Funktionenklasse H(G) 
Dunn folgt 
llh-h;ll,-+O f”ur n-+co. (3.6) 
IIF-Fs,ll,-+O jilr n-too, (3.7) 
und es gilt die Abs~h~tz~ng 
llF;ll,GM lIFtI., nEN. (3.8) 
Beweis. Sei {fk} eine Folge aus C,“(Q) mit IIF-f,ll,,-+O fur k+ CCL 
I%. Fake {f;,,b N konvergiert wegen (3.3) fur k + co gleichmHDig in 0 
gegen F;(x). Da die Folgeneiemente fur alle k und n in 0 stetig sind, gehiirt 
die Funktion c(x) zu C(G) und das durch P*(x) induzierte Funktional 
(wir bezeichnen es, da wir es mit F;(x) identifizieren d&fen, ebenfalls mit 
Pm) zu Tp(Q). Zum Nachweis von (3.7) beachten wir, da13 fur ge C(Q) die 
Abschatzung 
IlgSnllp~~ II& (3.9) 
gilt. Dies folgt mit Hilfe der H~lder~glei~hung bzw. mit dem Satz von 
Fubini fur Riemann-Integrale. Beziehung (3.8) ergibt sich dann mit der 
Minkowski-Ungleichung und (3.9): 
IIFs,llp~ IE-f;,,ll,+ IIfsk,nllp 
6 /I Fs, - fL, /I p + M I/ f-k i/ p 7 
da (f;,,(x)] in B gleichmigig, und damit insbesondere beziiglich der 
p-Norm, gegen F;(x) konvergiert und 11 fkll ,, -+ 11 FII p fur k -+ 00 gilt. 
Durch die Zuordnung FH FS, ist daher eine gleichmaflig beschrankte 
Folge von linearen Operatoren erklart, die L$,(ft) in sich abbilden. Da 
H(8) nach Voraussetzung dicht in 5$(Q) ist, folgt (3.7) aufgrund des Sat- 
zes von Banach-Steinhaus. Damit ist Satz 3.1 bewiesen. 
Folgerung 1. Sei H(G) := (C,(Q), 11 II p). Ferner sei die Kemfunktion xn 
nicht negativ und erftille neben den Voraussetzungen aus Satz 3.1 zusltz- 
lich fiir 0 < 6 < 1 und 0 < x < 1 die Bedingungen 
lim 
s x&, uf du = 1, n-m lu-x[<6 
lim 
s LL-G u) du = 0, n-m Ju-xl2d 
(3.10) 
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gleichmlBig im Interval1 [q, 1 -q J, q > 0 beliebig (fest). Dann gilt die 
Aussage von Satz 3.1. 
Beweis. Fur hi C,(G) und q > 0 konvergiert i&(x)} aufgrund von 
(3.10) fur n -+ 00 gleichmlBig in [q, 1 -q] gegen h(x). Hieraus folgt, wenn 
wir q so wahlen, da13 supphc[q, l-q] ist: ~~~-~~ll~~O fur pt-+co. Da 
(C,(Q), II /I,,) dicht in .5$(Q) ist, folgt aus Satz 3.1 die Behauptung. 
Folgerung 2. Fur p = 1 seien die Voraussetzungen von Folgerung 1 
erfiillt. Dann gilt 
Fcp= lim F~(x)~(x)dx fiir 9 E C,“(G). (3.11) 
n-m 
Bemerkung. Konvergenzaussage (3.11) stellt eine dis- 
tributionentheoretische Entsprechung eines Resultats iiber punktweise 
Konvergenz fur Funktionenfaus L,(Q) dar [Z, S. 314ff.l. 
4. ANWENDUNG AUF DAS SINGULARE INTEGRAL VON LANDAU 
Das singulare Integral von Landau ist fur SE C[O, 1 ] durch 
J*(f;x)=joicJ -(U-X)2]nf(U)dU, XE co, 13 (4.1) 
mit der Konstanten 
i j 
l (l-u*)"& 1 
-1 c, = (4.2) -1 
erkllrt. Fiir q > 0 gilt (s. z.B. [ 1, p. 381) 
J\mm Uf; 4 = f(x) gieichmagig in [q, 1 - q]. (4.3) 
Hieraus folgt insbesondere fiir h E C,(O, 1) und q mit supp h t [a I - q] 
llJn@; *I-M,+O fur n-co. (4.4) 
De~nieren wir fur FE 5$(0, I), 1 < p < 00, die Landauschen singu~~ren ~ 
Integrale L;(x) durch 
L;(x) = !-mm 1’ c,Cl -(~-~)21nfk(w~, XE co, 11 (4.5) 
0 
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wobei (fk) eine Folge aus C;(O, 1) mit IIF-fkll, +O fiir k + 00 ist, so 
erhalten wir aufgrund der Resultate aus § 3. 
SATZ 4.1. (a) Sei FE~‘~(O, 1). Dunn gilf 
Fq = lim 
I 
L”,(x) q(x) dx fir (PE cgyo, 1). (4.6) n-cc 
(b) Fiir FE YP(O, l), 1 <p < co, gilt 
IFWI,+0 ftir n-+02 (4.7) 
und die Abschiitzung 
IIJYI,~~ IIFllp> nEN. (4.8 1 
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